
در حسـاب عددهای صحیح، عددهای معیار مضرب‌های 
10 هسـتند. یـک مسـئله ممکن اسـت یافتـن یک عدد 
صحیح بین دو مضرب متوالی عدد ۱۰ باشـد. مثلًا داریم: 
. به همین ترتیب کسـرهای واحد به عنوان  < <20 27 30
کسـرهای معیـار در نظـر گرفته می‌شـوند. یک مسـئلۀ 
5 بین دو کسر متوالی 

12
مشـابه قرار دادن یک کسـر مثلًا 

 > =
5 4 1
12 12 3

واحد است. می‌توان دید که چنین می‌شود: 

 . < <
1 5 1

3 12 2
. بنابرایـن می‌تـوان نوشـت:  < =

5 6 1
12 12 2

و 

26 بین دو کسـر واحد دشـوارتر اسـت. برای 
69

قـراردادن 
 < <

26 26 1
69 52 2

انجام این کار ممکن اسـت در نظر بگیریم: 
. > =

26 26 1
69 78 3

و 

بـا جای‌گـذاری 69 بین دو مضرب متوالی 26 و اسـتفاده 
از مفهوم کسـرهای معادل به‌دسـت می‌آوریم: 

× < < ×2 26 69 3 26
این یک ایدۀ بزرگ در ریاضیات است که یک تناسب عددی 
غیربدیهـی، در میان مقدارهای نوشته‌شـدۀ متفاوت، 

. < <
1 26 1

3 69 2
آن را آشکار می‌کند. بنابراین: 

گاهی محاسـبۀ تفاوت بین یک کسـر و بزرگ‌ترین کسـر 
معیـار کوچک‌تر از آن مهم اسـت:

( )−
− = = =

26 2326 1 3 1
69 3 69 69 23

. = +
26 1 1
69 3 23

پس: 

امکان ایجاد تطابـق بین نمادهای متفاوت ریاضی، برای 
مثال کسـرها، یک ایدۀ بزرگ در ریاضیات اسـت. آنچه در 
این ایده نهفته، این مطلب اسـت که یک کسـر هم‌زمان 
هم یک عدد اسـت و هم یک عمل. عمل قابل شناسایی 

اسـت، ولی هنوز تکمیل نشده است. 
بحـث در مـورد مسـئله‌های مربـوط بـه شـغل‌ها یـا 
مسـئله‌های تعییـن فاصله‌هـا می‌توانـد بـه بحـث در 
مـورد موضوع نمایش یک کسـر واحد به‌صورت مجموع 

دو کسـر واحـد دیگـر بینجامد. 

�نمایش کسر واحد
به صورت مجموع دو کسر واحد دیگر 

مسئلۀ زیر را در نظر بگیرید: 
 n چنـد مسـتطیل با طول ضلـع صحیح با مسـاحتی 
برابـر نصف محیط وجـود دارد؟ )n عددی ثابت، دلخواه و 

طبیعی است( 
 ،(x y)≥ اگـر x و y طـول و عرض چنین مسـتطیلی باشـند 
. از تقسیم این معادله بر nxy به‌دست  xy n(x y)= + آنگاه: 
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می‌آوریم: 

x y n
+ =

1 1 1
معادلۀ 1:     

به این ترتیب مسـئلۀ یافتن مسـتطیل، به 
مسـئلۀ یافتن همۀ راه‌ها برای نمایش کسر 
 به‌عنـوان مجمـوع دو کسـر واحد 

n
1 واحـد 

تبدیل می‌شـود. در بسـیاری از مسئله‌های 
دیگـر می‌توان از معادلۀ 1 به عنوان یک مدل 

ریاضی اسـتفاده کرد. برای  مثال:
 اگـر دو کارگر هنگام کار با هم، بتوانند یک 
کار معین را در n روز به پایان برسانند، ممکن 
اسـت یکـی از آن‌هـا بخواهـد بدانـد تعداد 
روزهایـی کـه برای تکمیل ایـن کار به‌صورت 

تک نفره طول می‌کشد، چقدر است؟
مسـئلۀ دیگـری را می‌تـوان به ایـن صورت 

فرمول‌بنـدی کرد: 
 اگـر دو وسـیلۀ نقلیـه بـا سـرعت‌های 
متفاوت امـا ثابت به سـمت یکدیگر حرکت 
کننـد )یک حرکـت یکنواخت( و در n سـاعت 
به هم برسـند، تعداد ساعت‌هایی را که برای 
هر یک از آن‌ها طول می‌کشـد تا کل مسافت 

را طی کند، پیدا کنید. 
 تبدیـل یک توصیف شـفاهی به یک معادله، 
نابرابـری یا سیسـتمی از آن‌ها، یـک مهارت 
اساسـی در مدل‌سـازی ریاضی است. یعنی 
معادلـۀ 1 را می‌تـوان به‌عنـوان یـک مـدل 
ریاضـی از موقعیت‌های متفاوت مشـخص، 
از جمله هندسـه، کار و مسـائل مساحت در 
نظر گرفت. معادلۀ 1 را می‌توان به این شـکل 

 .
y n x
= −

1 1 1 نوشت: 

سـپس با مخرج مشـترک‌گرفتن از سـمت 
راسـت تسـاوی خواهیم داشت:

n(x n) nnx ny n
x n x n x n

− +
= = = +

− − −

2 2

x )همان‌طـور که از  n> بـا توجه بـه اینکـه 
مسئلۀ فاصله به‌دسـت می‌آید(، به تساوی 

nyزیر منجر می‌شـود: n
x n

= +
−

2

x برابـر طـول و عـرض  y≥  ،y و x از آنجـا
مسـتطیلی با مسـاحت n برابر نصف محیط 
آن هسـتند، تعـداد جواب‌هـای معادلـۀ 1 

منطبـق بر تعـداد مقسـوم‌علیه‌های n2 در 
میـان تفاضـل x-n اسـت؛ به‌طـوری که: 

 n x n(n )< < +2 1
آخرین نابرابری از این مشـاهدات به‌دسـت 
 را همیشـه می‌تـوان 

n
1 می‌آیـد کـه کسـر 

بـه هـر دو صـورت مجمـوع دو کسـر واحد 

 و یـا به صورت مجموع دو کسـر 
n n n
= +

1 1 1
2 2

واحـد با تفـاوت ممکـن بین مخـرج آن‌ها، 
 نشـان داد. 

n n n(n )
= +

+ +
1 1 1

1 1
یعنـی 

 بزرگ‌ترین کسر 
n+

1
1

به‌طوری که در آن کسر 
 اسـت و بنابراین اختلاف 

n
1 واحد کوچک‌تر از 

 کوچک‌ترین کسر ممکن 
n n n(n )
− =

+ +
1 1 1

1 1
 به‌عنـوان مجمـوع دو 

n
1 را بـه نمایندگـی از 

کسـر واحد به‌دسـت می‌دهد. علاوه بر این 
x نشـان می‌دهـد که محدودۀ  y≥ نابرابری 

مجهول‌های x و y به شـرح زیر اسـت: 

n x n(n )
n y n

≤ ≤ +
+ ≤ ≤

2 1
1 2

نابرابـری فوق را می‌توان به صورت هندسـی 
x مربعـی با  y n= =2 تفسـیر کـرد. حالـت 
 x n(n )= + 1 کوچک‌ترین محیط و حالت‌های 
y مسـتطیلی بـا بزرگ‌ترین محیط  n= + و 1
بین تمام مستطیل‌های مورد بحث را نتیجه 

می‌دهد. 
n دلالت  x n n≤ − ≤ 2 این نابرابری بر نابرابری 
دارد. از آنجا که n2 و n مقسوم‌علیه‌های بدیهی 
n2 هسـتند، بایـد همۀ مقسـوم‌علیه‌های 

n تـا n2؛ n2 را در بـازه و محـدودۀ  دیگـر 
n,n) پیـدا کـرد. توجه داشتــه باشیــد  )2

، n2 را  n m n< < 2 کـه اگـر m به‌طـوری کـه 
عـاد می‌کنـد )به‌طـوری کـه خارج‌قسـمت 
تقسـیم n2 بر m عـددی صحیح و باقی‌ماندۀ 

 m بر n2 هم n
m

2
آن صفر شـود(. بنابرایـن در 

n با  m n≤ ≤ بخش‌پذیـر اسـت و نابرابـری 2
معکوس‌کردن عبارت‌ها، جهت نامساوی‌ها 
 .

m nn
< <2

1 1 1 را به این شـکل تغییر می‌دهد: 

n2 خواهیـم  بـا ضـرب نامسـاوی اخیـر در 
. یعنی هر مقسوم‌علیه  n n

m
< <

2
1 داشـت: ‌

n,n) معادلی در  )2 غیربدیهی n2 در محدودۀ 

) دارد. اگـر n را دوبار به عنوان  ,n)1 محـدودۀ 
n2 در نظـر بگیریـم،  مقسـوم‌علیه بدیهـی 
آنـگاه تعـداد همۀ مقسـوم‌علیه‌های n2 در 
n,n] برابر نصـف مجموع یک و  ]2 محـدودۀ 
تعداد کل مقسـوم‌علیه‌های n2 است. پس 
 [n,n ]2 تعداد آن مقسوم‌علیه‌ها در محدودۀ 

D(n تعداد  )2 ؛ وقتی که  D(n )+2 1
2

برابر است با: 
کل مقسـوم‌علیه‌های n2 اسـت. در نهایـت 
آخرین کسر نشان‌دهندۀ تعداد حالت‌هایی 
 را می‌توان به‌صورت 

n
1 اسـت که کسـر واحد 

مجموع دو کسـر واحد نشـان داد. 
D(n را پیدا کرد. توجه داشته باشید  )2 حال باید 
یـک عدد مربع کامل صحیح همیشـه دارای 
 n تعداد فرد مقسـوم‌علیه است. در واقع اگر
kr )تجزیۀ n به عددهای  r

kn P ...P= 1
1 را به‌صورت 

اول و Pi عامل‌هـای اول آن( بنویسـیم، پس 
. بنابراین  kr r

kn P ...P= 12 22
1 خواهیـم داشـت:

 k( r )( r )...( r )+ + +1 22 1 2 1 2 1 طبـق اصـل ضـرب 
برابـر تعـداد مقسـوم‌علیه‌های n2 اسـت؛ 
به‌طـوری کـه هـر عامـل اول Pi را می‌تـوان 
ir حالـت بـا توان‌هـای در  +2 1 بـه تعـداد 

ir2 انتخاب کـرد. بنابراین  محـدودۀ صفر تـا 
)k روش برای تقسیم  r )( r )...( r )+ + + +1 22 1 2 1 2 1 1

2
 به مجموع دو کسـر مشـابه 

n
1 کـردن واحد 

وجود دارد. 
 r =1 . پس: 1 n =2 ، داریم: 9 n=3 مثال: وقتی: 
 ( r )
.

+ + +
= =12 1 1 3 1 2

2 2
<i و داریم:  1 ir برای  =0 و 

1 را می‌توان 
3

پس تعداد حالت‌هایی که کسر 
به مجموع دو کسـر واحد نوشـت برابر است 
= تنهـا  +1 1 1

3 4 12
= و  +1 1 1

3 6 6
بـا 2. در واقـع 

1 به صورت مجموع دو 
3

حالت‌های نوشـتن 
کسر واحد هستند. 
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